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Àëåêñàíäð Áîðîâèê

1. Ãåëüôàíä è åãî ïðèò÷à

Ìîÿ ñòàòüÿ � êîììåíòàðèé ê Çàäà÷å 41 èç ÷óäåñíîé ìàëåíüêîé
êíèãè Ãåëüôàíäà è Øåíÿ ¾Àëãåáðà¿ [2], êîòîðàÿ â ¾áûòîâîé ôîð-
ìóëèðîâêå¿, ïðèâåäåííîé òàì æå, çâó÷èò òàê:

¾×òî áîëüøå: áóòûëêà íà òðîèõ èëè äâå íà ñåìå-
ðûõ?¿

Ìíå ïîñ÷àñòëèâèëîñü êîãäà-òî ðàáîòàòü ñ Èçðàèëåì Ìîèñååâè÷åì
Ãåëüôàíäîì1, è ÿ ñëûøàë îò íåãî ïîäîáíóþ çàäà÷ó â ôîðìå ïðèò÷è.
ß õî÷ó âîñïðîèçâåñòè åå çäåñü, êàê îíà ìíå çàïîìíèëàñü, è ñâÿçàòü
åå ñ ñåðüåçíîé ìàòåìàòèêîé.

Î÷åíü âàæíî íå îòðûâàòü ìàòåìàòèêó îò æèçíè. Åñ-
ëè ýòîìó ïðàâèëó ñëåäîâàòü, òî ãîâîðèòü î ìàòåìàòè-
êå ìîæíî äàæå ñ ïüÿíèöàìè, ñèäÿùèìè íà ñêàìåéêå
âîçëå âèííîãî ìàãàçèíà. Åñëè èõ ñïðîñèòü,

¾×òî áîëüøå, 2/3 èëè 3/5?¿,

îíè âàñ ïîøëþò ïîäàëüøå, è ìàòîì. Íî åñëè ñïðî-
ñèòü,

¾×òî ëó÷øå, äâå áóòûëêè íà òðîèõ èëè òðè íà
ïÿòåðûõ?¿

Îíè íåìåäëåííî äàäóò îòâåò. Îíè ñêàæóò äâå íà òðî-
èõ, ðàçóìååòñÿ.

Ìîé ðàññêàç áóäåò äîêàçûâàòü âåðíîñòü èçâåñòíîãî çàâåòà Èçðà-
èëÿ Ìîèñååâè÷à:

Âñåãäà íà÷èíàéòå ñ ïðîñòåéøåãî âîçìîæíîãî ïðèìå-
ðà, è äîâîäèòå åãî èññëåäîâàíèå äî ïîëíîãî ïðåäåëà.

Êàê ìû óâèäèì, â ýòîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå, ñîâåò Ãåëüôàíäà âåäåò
î÷åíü äàëåêî, òàê ÷òî ÷èòàòåëü äîëæåæí áûòü ãîòîâ ê ñåðüåçíîìó
ïóòåøåñòâèþ..
Äàâàéòå íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü äðîáè íå êàê

÷èñëà, à êàê îïèñàíèÿ ñïåöèôè÷åñêèõ ñèòóàöèé: 2
3
îçíà÷àåò 2 áó-

òûëêè è 3 ñîáóòûëüíèêà, 3
5
îçíà÷àåò 3 áóòûëêè è 5 ñîáóòûëüíèêîâ.

Êàê ïîïàñòü â ñèòóàöèþ 3
5
èç ñèòóàöèè 2

3
? Åùå ñ 1 (åäèíñòâåííîé!)

Date: 01 ÿíâàðÿ 2022.
1ß ïîçíàêîìèëñÿ ñ Èçðàèëåì Ìîèñååâè÷åì â Àìåðèêå. Âîò êàê åãî âîñïðèíè-

ìàëè èçóìëåííûå àìåðèêàíöû: B. I. Topaz. Conversations with A. S. Golubitski.
1

http://www.borovik.net/selecta/wp-content/uploads/2021/01/Selecta_8_1_Topaz.pdf
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áóòûëêîé ïðèõîäÿò åùå 2 ñîáóòûëüíèêà. Íà êàæäîãî èç íèõ ïðèõî-
äèòñÿ ìåíüøå âûïèâêè, ÷åì ó èõ òðåõ äðóçåé, ó êîòîðûõ 2 áóòûëêè
íà 3õ. Êîíå÷íî, 3 ïåðâîíà÷àëüíûõ ñîáóòûëüíèêà íè÷åãî íå âûèã-
ðàþò îò äåëåæêè ñ äâóìÿ ïðèøåëüöàìè � à òå âûèãðàþò.
Ýòî ðàññóæäåíèå ñâîäèòñÿ ê óòâåðæäåíèþ (ïðàâèëüíîìó), ÷òî

òàê êàê
1

2
<

2

3
,

òî
1

2
<

1 + 2

2 + 3
<

2

3
.

Ìû çäåñü âèäèì ÷àñòíûé ñëó÷àé íåðàâåíñòâà ìåäèàíòû:

åñëè a, b, c, d > 0 è
a

b
<

c

d
òî

a

b
<

a+ c

b+ d
<

c

d
Ïîãîâîðèì îá ýòîì ïîäðîáíåå.

2. Ìåäèàíòà: ¾íå÷òî ñðåäíåå¿

Âûðàæåíèå
a+ c

b+ d

íàçûâàåòñÿ ìåäèàíòîé2 âûðàæåíèé
a

b
è

c

d
; îíî èìååò ñìûñëè è

èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë a, b, c, d.
Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ìåäèàíòû áûëî óïðàæíåíèåì â ìîèõ ëåê-

öèÿõ íà ïîäãîòîâèòåëüíîì îòäåëåíèè â Ìàí÷åñòåðñêîì óíèâåðñè-
òåòå3�âìåñòå ñ ïðèò÷åé, â êîòîðîé ÿ èç ñîîáðàæåíèé ïîëèòè÷åñêîé
êîððåêòíîñòè çàìåíèë ïüÿíèö íà äåòåé, à áóòûëêè íà ïàêåòû ñ êîí-
ôåòàìè.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî ìåäèàíòû.

Èãîðü Âëàäèìèðîâè÷ Àðíîëüä4 â ñòàòüå ¾Ïðèíöèïû îòáîðà è
ñîñòàâëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ çàäà÷¿ [1] îáúÿñíÿåò ãëàâíûé äèäàê-
òè÷åñêèé ïðèíöèï ïðåïîäàâàíèÿ àðèôìåòèêè è åå îòëè÷èå îò àë-
ãåáðû:

2Âèêèïåäèÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ïîíÿòèå ìåäèàíòû äâóõ äðîáåé áûëî âïåðâûå
ââåäåíî À.ß. Õèí÷èíûì [4, ñ. 22] â òåîðèè öåïíûõ äðîáåé äëÿ öåëåé ëó÷øåãî
óÿñíåíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ è çàêîíà ïîñëåäîâàòåëüíîãî îáðàçîâàíèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ äðîáåé. Ðîëü öåïíûõ äðîáåé íå ñëó÷àéíà, ìû ýòî åùå óâèäèì.

3Îáñóæäåíèå ýòîãî êóðñà ìîæíî íàéòè â ìîåé ñòàòüå Logic and inequalities:
remedial course bridging secondary school and undergraduate mathematics.

4Èãîðü Âëàäèìèðîâè÷ Àðíîëüä áûë îòöîì Âëàäèìèðà Èãîðåâè÷à Àðíîëüäà,
çíàìåíèòîãî ðîññèéñêîãî ìàòåìàòèêà

http://www.borovik.net/selecta/wp-content/uploads/2015/04/Logic_and_Inequalities_20Apr151.pdf
http://www.borovik.net/selecta/wp-content/uploads/2015/04/Logic_and_Inequalities_20Apr151.pdf
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. . . îáó÷åíèå àðèôìåòèêå âêëþ÷àåò â êà÷åñòâå îäíî-
ãî èç îñíîâíûõ ýëåìåíòîâ âîñïèòàíèå óìåíèÿ îðèåí-
òèðîâàòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ïî ñâîåé êîíêðåòíîé ïðè-
ðîäå âçàèìîîòíîøåíèÿõ ìåæäó âåëè÷èíàìè. Ñàìûé
ìåòîä ¾àðèôìåòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è¿ îòëè÷àåò-
ñÿ îò àëãåáðàè÷åñêèõ ïðè¼ìîâ â ïåðâóþ î÷åðåäü òåì,
÷òî íà âñåõ ñòàäèÿõ ðàññóæäåíèÿ âñå ñîïîñòàâëåíèÿ
è ïðîèçâîäèìûå äåéñòâèÿ äîïóñêàþò ñîâåðøåííî íà-
ãëÿäíîå è êîíêðåòíîå, îñìûñëåííîå â îáëàñòè òåõ âå-
ëè÷èí, î êîòîðûõ èä¼ò ðå÷ü, èñòîëêîâàíèå.

Åñëè ïðèíÿòü ýòîò òåçèñ, òî ìåäèàíòà � ïîíÿòèå, ïðèíàäëåæàùåå
ê àðèôìåòèêå, ýòî î÷åíü íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â ïðèò÷å
ïðî ïüÿíèö. Áîëåå òîãî, îíà ïðîñèòñÿ â øêîëüíûé êóðñ àðèôìå-
òèêè èëè àëãåáðà, è íå ñëó÷àéíî ïîÿâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå çàäà÷è â
¾Àëãåáðå¿ Ãåëüôàíäà è Øåíÿ. Íåðàâåíñòâî ìåäèàíòû èíòåðåñíî
òåì, ÷òî îíî ïðîÿâëÿåòñÿ â ïðèðîäå äàæå êîãäà çíà÷åíèÿ âåëè÷èí
a, b, c, d íåèçâåñòíû. Íàïðèìåð,

• ñëèâàíèå â îäèí ñîñóä äâóõ íåèçâåñòíûõ îáúåìîâ äâóõ íà-
ïèòêîâ ðàçíîé êðåïîñòè äàåò íàïèòîê ïðîìåæóòî÷íîé êðå-
ïîñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, íåðåäêî ýòî ìîæíî ïðîâåðèòü îðãàíîëåïòè÷åñêè,
áåç èçìåðåíèé, ïðîñòî íà âêóñ.
Ìîæíî ïðèâåñòè è äðóãèå ïðèìåðû òîãî, êàê çàìàñêèðîâàííàÿ

ìåäèàíòà âåäåò ñåáÿ êàê ¾íå÷òî ñðåäíåå¿ (âûðàæåíèå èç êíèãè
Ãåëüôàíäà è Øåíÿ [2, ñ. 24]):

• Ïðåäïîëîæèì, òî â äâóõ óðíàõ ëåæàò ÷åðíûå è áåëûå øàðû.
Âåðîÿòíîñòü âûòàùèòü, íàóãàä, áåëûé øàð èç ïåðâîé óðíû
ðàâíà p1, à èç âòîðîé p2. Åñëè ïåðåñûïàòü âñå øàðû â îäíó
óðíó, òî âåðîÿòíîñòü p âûòàùèòü èç íåå áåëûé øàð áóäåò
óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâî p1 ⩽ p ⩽ p2.

• Åñëè ñìåøàòü âîäó èç äâóõ êóâøèíîâ è ðàçíîé òåìïåðà-
òóðû, òî ïîëó÷èâøàÿñÿ âîäà áóäåò èìåòü ïðîìåæóòî÷íóþ
òåìïåðàòóðó.

Óïðàæíåíèå 2. Ãäå è êàê â ýòèõ ïðèìåðàõ ñïðÿòàíî íåðàâåí-
ñòâî ìåäèàíòû?

Óïðàæíåíèå 3. (Çàäà÷à 45 èç [2].) Ìåòðîâûé ñòåðæåíü ðàçäå-
ëèëè íà 7 ðàâíûõ ÷àñòåé êðàñíûìè ïîìåòêàìè è íà 13 ðàâíûõ
÷àñòåé ñèíèìè ïîìåòêàìè. Çàòåì åãî ðàñïèëèëè íà 20 ðàâíûõ
÷àñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî íà âñåõ ýòèõ ÷àñòÿõ (êðîìå êðàéíèõ)
áóäåò ðîâíî îäíà ïîìåòêà � ñèíÿÿ èëè êðàñíàÿ).
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3. Åâêëèä âñòóïàåò â èãðó

Ìåòîä ñðàâíåíèÿ äðîáåé, êîòîðûé ìû îïèñàëè, ýôôåêòèâíî ðà-
áîòàåò, êîãäà äëÿ ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ ëèøü îäèí øàã, ÷òîáû ïîñëå
ýòîãî îòâåò áûë ñðàçó âèäåí, ÷òî, ñêàçàòü ïî ñîâåñòè, îáû÷íî è áû-
âàåò â æèçíè. Âîò ïðèìåð, äîñòàòî÷íî äëèííûé, ÷òîáû çàìåòèòü,
÷òî â íåì ïðîèñõîäèò è ðàñïîçíàòü ñêðûòóþ ñòðóêòóðó: ÷òî ëó÷øå,
7 áûòûëîê íà 12 ñîáóòûëüíèêîâ, èëè 17 äëÿ 29? 5

Åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïðîùåíèé îäíî è òî æå âû÷èòàíèå
ïðîèñõîäèò íåñêîëüêî ðàç, ìîæíî îäèí ðàç âû÷åñòü êðàòíîå, íà-
ïðèìåð

7

12
èëè

17

29
? → 7

12
èëè

17− 7

29− 12
? → 7

12
èëè

(17− 7)− 7

(29− 12)− 12
?

ìîæíî çàïèñàòü êàê
7

12
èëè

17

29
→ 7

12
èëè

17− 2× 7

29− 2× 12
=

3

5
?

Ìû ñâåëè âîïðîñ ê äðóãîìó: ÷òî ëó÷øå,

7

12
èëè

3

5
?

Òåïåðü ìû âû÷èòàåì íà äðóãîé ñòîðîíå íåðàâåíñòâà:

7− 2× 3

12− 2× 5
=

1

2
èëè

3

5
?

Ñëåäóþùèé âîïðîñ: à ÷òî ëó÷øå,

1

2
èëè

3

5
?

Ýòî óæå ñîâñåì ïðîñòî:

1

2
èëè

3

5
? → 1

2
èëè

3− 2× 1

5− 2× 2
=

1

1
= 1 ?

Òàê êàê
1

2
< 1,

ìû ìîæåì îáðàòèòü ýòè ðàññóæäåíèÿ, è íåðàâåíñòâî ìåäèàíòû áó-
äåò íà êàæäîì øàãó îáåñïå÷èâàòü ñîõðàíåíèå íàïðàâëåíèÿ íåðà-
âåíñòâà. Òàê ÷òî îòâåò:

7 áûòûëîê íà 12 ñîáóòûëüíèêîâ õóæå, ÷åì 17 äëÿ
29-òè.

Åñëè ñðàâíèòü ñ êàëüêóëÿòîðîì, òî ýòî ïîäâåðæäàåòñÿ, íî ðàçíè-
öà ñòàíîâèòñÿ çàìåòíà òîëüêî íà òðåòüåì äåñÿòè÷íîì çíàêå ïîñëå
çàïÿòîé.
À òåïåðü íàäî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ÷èñëèòåëÿõ âû-

ïîëíÿëñÿ àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî
äåëèòåëÿ ÷èñåë 7 è 17.

5È ñëèøêîì äëèííûé, ÷òîáû óòâåðæäàòü, ÷òî îí âñòðå÷àåòñÿ ãäå-òî â æèçíè.



Ìàòåìàòèêà äëÿ ïüÿíèö 5

È ýòî íå ñëó÷àéíî � Åâêëèä âåäü îïèñàë ñâîé àëãîðèòì äëÿ íà-
õîæäåíèÿ îáùåé ìåðû äëÿ äâóõ âåëè÷èí, òî åñòü åäèíèöû èçìåðå-
íèÿ, êîòîðàÿ âûðàæàåò îáå âåëè÷èíû öåëûìè ÷èñëàìè. Âåëè÷èíû,
ñ êîòîðûìè îí ðàáîòàë, îáû÷íî áûëè äëèíû, ïëîùàäè, îáúåìû.
Â çàäà÷å ñ ïüÿíèöàìè ìû íàõîäèìñÿ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîé
ýêîíîìèêè, è èìååì äåëî ñ óíèâåðñàëüíîé àáñòðàêòíîé âåëè÷èíîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêè � ïîëåçíîñòüþ (utility) äëÿ ïîòðåáèòå-
ëÿ. Àíãëèñêèé òåðìèí utility function ïåððåâîäèòñÿ íà ðóññêèé êàê
¾ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè¿. Ó ìåíÿ ÿçûê íå ïîâîðà÷èâàåòñÿ ïðèìåíÿòü
ñëîâî ¾ïîëåçíîñòü¿ ê âîäêå è òåì áîëåå ê òàêîé îòðàâå, êàê âåð-
ìóò ñîâåòñêèõ ëåò, ïîýòîìó ÿ áóäó èñïîëüçîâàòü áîëåå íåéòðàëüíûé
òåðìèí ¾ïðèãîäíîñòü¿.
Àëãîðèòì Åâêëèäà òàêæå ïðîèçâîäèò ïðåäñòàâëåíèå ðàöèîíàëü-

íîãî ÷èñëà â âèäå öåïíîé äðîáè � ïîýòîìó âîâñå íå óäèâèòåëüíî,
÷òî ìåäèàíòà ïîÿâèëàñü â êíèãå Õèí÷èíà î öåïíûõ äðîáÿõ [4, c.
22].
Êàê ýòî íåðåäêî ñëó÷àåòñÿ â ìàòåìàòèêè, âñå âîçâðàùàåòñÿ ê

¾Íà÷àëàì¿ Åâêëèäà.

4. Åâäîêñ

Íî ýòî áûëî òîëüêî íà÷àëî íàøåãî àíàëèçà. Ìû ðàññìîòðèì áî-
ëåå ãëóáîêèé âîïðîñ:

÷òî ëó÷øå, äâå áóòûëêè âîäêè èëè ïÿòü áóòûëîê âåðìóòà6?

Â ïðåäïåðåñòðîå÷íûå âðåìåíà ìóæèêè ñðàçó çíàëè îòâåò, ïî-
âèäèìîìó, ïîëó÷åííûé èç äîëãîãî îïûòà: äâå áóòûëêè âîäêè èëè
ïÿòü áóòûëîê âåðìóòà áîëåå èëè ìåíåå ðàâíû ïî ïðèãîäíîñòè, òî
åñòü ïî ñèëå âîçäåéñòâèÿ íà ïîòðåáèòåëÿ.7

Â áîëåå îáùåé ôîðìå, ýòîò âîïðîñ âîëíîâàë åùå Åâäîêñà (ïðè-
ìåðíî 408�355 äî Ð.Õ.) è Åâêëèäà (III âåê äî Ð.Õ.): êàê íàéòè ñî-
îòíîøåíèå äâóõ âåëè÷èí a è b, åñëè âñå, ÷òî ìû ìîæåì äåëàòü,
ýòî ñðàâíèâàòü, êàêèå öåëî÷èñëåííûå êðàòíûå ma è nb, ãäå m èn
� íàòóðàëüíûå ÷èñëà, áîëüøå èëè ìåíüøå äðóãèõ?
Êíèãà V ¾Íà÷àë¿ ñîäåðæèò òåîðèþ ïðîïîðöèé, êàê îíà áûëà èç-

ëîæåíà Åâêëèäîì íà îñíîâå ðàáîò Åâäîêñà. Ñàìè ïðîïîðöèè íàñ íå
èíòåðåñóþò, íî èíòåðåñíî ïîñìîòðåòü, êàê òàì äåëàåòñÿ ñðàâíåíèå
âåëè÷èí.
Êàê ìû âñêîðå óâèäèì, ýòî ôàêòè÷åñêè ïîñòðîåíèå ñèñòåìû âå-

ùåñòâåííûõ ÷èñåë, êàê ýòî áûëî îáúÿñíåíî Ðîáîì Àðòàíîì [5].

6Íå çíàþ, ïîìíÿò ëè ñåé÷àñ çëîïîëó÷íûé âåðìóò ñîâåòñêèõ âðåìåí? Â ìîèõ
ðîäíûõ êðàÿõ, âåðìóò ìåñòíîãî ðàçëèâà, äðÿííîå êðåïëåíîå âèíî, ïðîäàâàëñÿ
â ïîëëèòðîâûõ áóòûëêàõ, êàê è âîäêà.

7Íîìèíàëüíàÿ êðåïîñòü âîäêè áûëà 40◦, âåðìóòà 16◦, ïîýòîìó 2 áóòûëêè
âîäêè è 5 áóòûëîê âåðìóòà äîëæíû áûëè ñîäåðæàòü îäèíàêîâîe êîëè÷åñòâî
ýòàíîëa.
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Îïðåäåëåíèå 4 Êíèãè V îáû÷íî íàçûâàåòñÿ Àêñèîìîé Åâäîêñà. ß
äàþ åå â ïåðåâîäå Ìîðäóõàé-Áîëòîâñêîãî [3].

Ãîâîðÿò, ÷òî âåëè÷èíû èìåþò îòíîøåíèå ìåæäó ñî-
áîé, åñëè îíè, âçÿòûå êðàòíî, ìîãóò ïðåâçîéòè äðóã
äðóãà.

Â íàøèõ íûíåøíèõ îáîçíà÷åíèÿõ, ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ âåëè÷èí a è
b íàéäóòñÿ òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n, ÷òî ma > b è nb > a.
Êîíå÷íî, ýòî ïðåäïîëîãàåò, ÷òî âåëè÷èíû ìîæíî ñêëàäûâàòü ñàìè
ñ ñîáîé, è

ma = a+ a+ · · ·+ a (m ðàç).

Â ñòàâøåì êëàññè÷åñêîì àíãèéñêîì ïåðåâîäå Õèòà (Heath)

Magnitudes are said to have a ratio to one another which
is capable, when a multiple of either may exceed the
other.

5. Sir Cristopher Zeeman

Êàê Ñýð Êðèñòîôåð îáúÿñíÿåò â [11],

My main criticism of Euclid's treatment, however, is
that he forgot to de�ne the ratio of two ratios. More
precisely, he was unable to do so because of his tactical
use of subtraction in the proof of Proposition 8, on which
most of the other propositions of Book V depend.

Îí çàòåì äàåò ñâîé ñïèñîê àêñèîì.

Axioms for a set of magnitudes. De�nition of a set of magnitudes.

A setM of magnitudes is a set, ordered by size, with N-action, satisfying
the following axioms.
Order: Given a, b ∈ M , then either a is smaller than b, written

a < b, or a is the same size as b, written a ∼ b, or a is larger than b,
written a > b.
Equivalence: ∼ is an equivalence relation:

• N-action: For all a ∈ M , n ∈ N, there exists na ∈ M such that
� 1a = a;
� m(na) = (mn)a;
� a ∼ b ⇒ na ∼ nb.
� N-action and order: a < b ⇒ na < nb;
� m < n ⇒ ma < na.

• Archimedean axiom: For all a, b ∈ M , there exists n ∈ N
such that a < nb.

• New axiom: For all a, b ∈ M , a < b ⇒ there exists n ∈ N
such that (n+ 1)a < nb.
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6. Ðîá Àðòàí

Íà÷èíàÿ â ýòîãî ìåñòà, ÿ íà÷èíàþ ñëåãêà ìîäèôèöèðîâàòü àõèî-
ìû Åâäîêñà è ïåðåëàãàòü èõ íà ñîâðåìåííûé ìàòåìàòè÷åñêèé ÿçûê,
ñëåäóÿ èäåÿì Ðîáà Àðòàíà [5]. Óâû, ýòî íåèçáåæíî, ïîòîìó ÷òî ðà-
áîòà Åâäîêñà è Åâêëèäà íàä âåëè÷èíàìè îñòàëàñü íå âïîëíå ðàçâè-
òîé � ýòî äåòàëüíî ïðîàíàëèçèðîâàíî â êîììåíòàðèÿõ Ìîðäóõàé-
Áîëòîâñêîãî íà åãî ïåðåâîä Êíèã V è VI, à ñàìûé ñîâðåìåííûé
àíàëèç ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå Ñýðà Êðèñòîôåðà Çèìàíà [11].
Âûáåðåì îäíó èç âåëè÷èí êàê åäèíèöó èçìåðåíèÿ, îáîçíà÷èì åå

1, è ðàññìîòðèì âåëè÷èíû, êîòîðûå èìåþò îòíîøåíèå ñ 1. Ïóñòü
a � ýòî îäíà èç íèõ; î÷åâèäíî, ÷òî a òàêæå èìååò îòíîøåíèå ñ
2 = 1 + 1, 3 = 1 + 1 + 1, è ò.ä.. Òåïåðü äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî
÷èñëà n = 1 + 1 + · · ·+ 1, ìû ïîëàãàåì

α(n) = íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m òàêîå, ÷òî m ⩽ an;

îíî ñóùåñòâóåò ïî Àêñèîìå Åâäîêñà. Ðàçóìååòñÿ, åñëè áû íàøè
âåëè÷èíû áûëè ÷èñëàìè, òî îíî áûëî áû íåïîëíûì ÷àñòíûì îò äå-
ëåíèÿ an íà 1 ñ îñòàòêîì, èëè, â ñîâðåìåííîé òåðìèíîëîãèè, öåëîé
÷àñòüþ [an] ÷èñëà an. Íî íàäî ïîìíèòü, ÷òî ó Åâäîêñà è Åâêëè-
äà âåëè÷èíû íå áûëè ÷èñëàìè. Òåì íå ìåíåå, ìû ìîæåì ñëåäîâàòü
Àðòàíó [5] è ðàáîòàòü ñ ôóíêöèåé

α : N −→ N
è, áîëåå òîãî, ðàñøèðèòü åå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íà âñå öåëûå ÷èñ-
ëà:

α : Z −→ Z.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ýòà ôóíêöèÿ ìîíîòîííàÿ è íåîãðàíè÷åííî âîç-
ðàñòàåò íà N. Òàêæå ëåãêî ïðîâåðèòü åå î÷åíü èíòåðåñíîå ñâîéñòâî:
çíà÷åíèÿ

|α(k + l)− (α(k) + α(l))|, k, l ∈ Z
oãðàíè÷åíû (íà ñàìîì äåëå |α(k + l) − (α(k) + α(l))| ⩽ 1), ïîýòî-
ìó ìû íàçûâàåì α ïî÷òè ýíäîìîðôèçìîì àáåëåâîé ãðóïïû Z è
îáîçíà÷àåì ÷åðåç A êîëüöî âñåõ ïî÷òè ýíäîìîðôèçìîâ Z.

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå ýòè ñâîéñòâà ôóíêöèè α.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ âåëè÷èí, èìåþùèõ îòíîøåíèå ñ 1 ÷å-
ðåçM; ìû òîëüêî ÷òî ïîñòðîèëè îòîáðàæåíèå èçM â A. Ñòðóêòóðà
êîëüöà A ìîæåò áûòü ïðîÿñíåíà ñîâðåìåííûìè ìåòîäàìè. Îíî ñî-
äåðæèò èäåàë, ñîñòîÿùèé èç âñåõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé èç Z â Z �
îíè âåäü ÿâëÿþòñÿ ¾ïî÷òè íóëåâûìè ýíäîìîðôèçìàìè¿; îáîçíà÷èì
ýòîò èäåàë ÷åðåç O.
Ñêîðåå âñåãî, ÷èòàòåëü óæå îæèäàåò ýòîãî ðåçóëüòàòà:

Òåîðåìà 1 (Arthan [5], Grundh�ofer [9]). Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ,

A/O ≃ R,
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ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Â îäíîì íàïðàâëåíèè, èçîìîðôèçì î÷åâèäåí: âåùåñòâåííîìó ÷èñ-
ëó γ ∈ R ñîïîñòàâëÿåì ïî÷òè ýíäîìîðôèçì n 7→ [γn].
Àðòàí ïðèïèñûâàåò ýòî íàáëþäåíèå(âèäèìî, íåîïóáëèêîâàííîå)

Ñòèâåíó Øàíóýëþ (1933 � 2014). Ñòàòüÿ Àðòàíà, êðîìå òîãî, èçëà-
ãàåò îáñóæäåíèå êîíñòðóêöèè Åâäîêñà, ïðèíàäëåæàùåå Õèòó è Äå
Ìîðãàíó [8, Áîîê V, pp. 120�129].
Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ðàñïðîñòðàíåí íà ïîñòðîåíèå íåñòàíäàðòíûõ

âåùåñòâåííûõ ÷èñåë â [7] � èñõîäÿ, êîíå÷íî, èç íåñòàíäàðòíûõ öå-
ëûõ ÷èñåë.8

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äîëæåí îáúÿñíèòü, è ñàìûì åñòåñòâåííûì
îáðàçîì, êàê âåëè÷èíû, êîòîðûå ìîæíî òîëüêî ñðàâíèâàòü ïî âåëè-
÷èíå è ñêëàäûâàòü, íî íåëüçÿ äàæå âû÷èòàòü (äåéñòâèòåëüíî, êàê
ìîæíî âû÷åñòü èç ïðèãîäíîñòè áóòûëêè âîäêè ïðèãîäíîñòü áûòûë-
êè âåðìóòà?) ìîãóò áûòü èçìåðåíû âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè.

Òåîðåìà 2. Åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå M â A/O ÿâëÿåòñÿ âëî-
æåíèåì.

Íî äëÿ åå äîêàçàòåëüñòâà íóæíà åùå îäíà àêñèîìà, êîòîðóþ óæå
îòîæäåñòâèë â ñâîåì àíàëèçå Êðèñòîôåð Çèìàí êàê New Axiom
[11], ñì. ñòð. 6. ß ñôîðìóëèðóþ åå çäåñü â òàêîì âèäå.

Ïðè èçìåðåíèè íå ìîãóò âîçíèêàòü áåñêîíå÷íî ìà-
ëûå èçëèøêè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè α(n) < na, òî
ñóùåñòâóåò k ∈ N òàêîå ÷òî

α(kn) ⩾ kα(n) + 1.

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå Òåîðåìó 2.

Ïî÷åìó äîïîëíèòåëüíàÿ àõèîìà íóæíà? Îíà îáîáùàåò, â óñëîâèÿ
îòñóòñòâèÿ âû÷èòàíèÿ, Àõèîìó Àðõèìåäà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû
ñóùåñòâîâàëî áåñêîíå÷íî ìàëîå ÷èñëî ϵ > 0, òî åñòü òàêîå, ÷òî
nϵ < 1 äëÿ âñâõ n ∈ N îïèñàííûé ñåé÷àñ ïðîöåññ èçìåðåíèÿ ÷èñëà
ϵ îòíîñèòåëüíî åäèíèöû èçìåðåíèÿ 1 íå îáíàðóæèë áû ðàçíèöû
ìåæäó ϵ è 0: äëÿ âñåõ n èìåëî áû ìåñòî ðàâåíñòâî

[nϵ] = 0,

è îòîáðàæåíèå M â A/O íå áûëî áû âëîæåíèåì. Îíî ñòàíîâèòñÿ
âëîæåíèåì, åñëè ðàñïðîñòàíèòü åãî íà íåñòàíäàðòíûå (áåñêîíå÷î
áîëüøèå) íàòóðàëüíûå ÷èñëà, è ýòî ñäåëàíî â [7], íî öåíîé ðàñøè-
ðåíèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë äî íåñòàíäàðòíîé ìîäåëè.

8Ïðîñòîå èçëîæåíèè òåîðèè íåñòàíäàðòíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è íåñòàí-
äàðòíîãî àíàëèçà ìîæåò áûòü íàéäåíî â [10].
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7. Çàêëþ÷åíèå

Ìû íà÷àëè íàøå ïóòåøåñòâèå îò ëàâî÷êè ïîä ïûëüíûìè òîïî-
ëÿìè çà óãëîì îò âèííîãî ìàãàçèíà, ñïóñòèëèñü â ãëóáü âåêîâ, ê
èñòîêàì ìàòåìàòèêè, è âåðíóëèñü â ñîâðåìåííîñòü. Ìíå êàæåòñÿ,
ýòî íåïëîõîé ïðèìåð äëÿ èëëþñòðàöèè ãåëüôàíäîâñêîãî ïðèíöèïà:

Âñåãäà íà÷èíàéòå ñ ïðîñòåéøåãî âîçìîæíîãî ïðèìå-
ðà, è äîâîäèòå åãî èññëåäîâàíèå äî ïîëíîãî ïðåäåëà.

Ïðèçíàòåëüíîñòè è áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ó÷àñòíèêàì Ñåêöèè 6 ¾Èñòîðèÿ
ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè¿ 2 íîÿáðÿ 2021 ãîäà, èç îáñóæäåíèé ñ
êîòîðûìè è ðîäèëàñü ýòà ñòàòüÿ: Àëåêñàíäðó Øåíþ, Îëüãå Ñàââè-
íîé, Ðîìàíó Ìåëüíèêîâó, Âëàäèìèðó Êîíäðàòüåâó. Ñåêöèÿ áûëà
÷àñòüþ Ìåæóíàðîäíîé êîíôåðåíöè ¾Êëàññè÷åñêàÿ è ñîâðåìåííàÿ
ãåîìåòðèÿ¿ ïîñâÿùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Ë.Ñ. Àòàíàñÿ-
íà. Àâòîð áëàãîäàðåí âñåì îðãàíèçàòîðàì êîíôåðåíöèè, è ïðåæäå
âñåãî Ñåðãåþ Êàðàêîçîâó çà î÷åíü ýôôåêòèâíîå ïðîâåäåíèå ïëîäî-
òâîðíîãî çàñåäàíèÿ ñåêöèè. Ìíîãèå èäåè, èçëîæåííûå èëè óïîìÿ-
íóòûå çäåñü, âîñõîäÿò ê ñòàòüå [7], ñîâìåñòíîé ñ Ìèõàèëîì Êàöåì
è Renling Jin.
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